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Ausbildung jtogerer Kràfte nur zu oft anhaftet. Es ist dies das 
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel , an 
Kenntnias jener grossen Arbeiten, auf welchen daa 
Gebaude der Wi ssenschaft rulit. 

Diescra Mangel soll dur oh die Heransgabe der Klassiker 
der esakten Wissenschaften abgeholfen werden. In handlieher 
Form und zu billigera Preise sollen die grundlegenden Abhandlun- 
gen der gesammten exakten Wissunschafien don Kreieen der Lehren- 
den und Leruenden zugànglicli gianaeht werden. Es soll dadu.'ch 
ein Unterrichtsmittel beschafi't werden, welches das Eindringjn 
in die Wisaenschnft "leiiOvioitiii; liekljt und vertieft. Dasselbe jst 
aber aueh ein Forsehungsmittel von grosser Bedeutnng. De:in 
injenen grundlegenden Scliriïtci mino: 1 . r.ieht nur die K.eime, welche. 
inzwisehen sich entwickelt- und FrOchte getragen haben, sondera 
ea ruhen in ihnen noch zahllose andere K.eime, die noch der Ent- 
wieklung harren, und dem in der Wissensehaft Arbeitenden ujd 
Forschenden bilden jene Sehriften eine unerschOpfliehe Fundgrube 
von Anrcgungen und fBrdernden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschaft e n sol) en 
ihrem Namen gemiiss die rationellcn Natur wissenschaften, ton der 
Mathematik bis lur Physiologie umfassen und werden AbhandlungF>n 
ans denGebietenderMathematik, Astronomie, Physik, Chemi.e 
■einsehliesslieh Krystallkunde) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion fûhrt von jetzt ab Prof essor 
Dr. Arthur 10a Oettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgabon 
werden dureh hervorru^cnde Vcrtreter der betreffenden "Wissen- 
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilung^n 
ûbernalimen: fur Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), fur Mathe- 
matik Prof. Dr. Wangerin (Salle), fur Krystallkunde Prof. Dr. 
Groth (MOnehen), fût Pfl amen physiologie Prof. Dr. W. Pfeffor 
;Leipzig), fur Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig), fur Phyaik 
Prof. Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig). 

Fortsetzung au! lier flritten Seite des u maculages. 
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[311] 

Untersuchungen iiber die Reihe : 



N. H. Abel. 

(Ans Cvelle's Journal Ed. 



1. 



Untersucht man das Raisonnement, dessen man sien ge- 
wôbnlich bedient, wo es siek um uneudliche Reihen handelt, 
genaner, so wird man findon, dass es ira Gauzen wenig be- 
friedigend, nnd dass also die ZaM derjenigen Satze von 
unendUchen Reihen, die al s strcuig begriiiHlct angeseben werden 
kônnen, nui' sehr gering ist. Man weodet gewohnlich die 
Operationen dor Analysis anf die nnemllichm lleihen eben so 
an, als waren die Reihen endlicb. Dies scheint mir ohne 
besonderen Beweis nieht erianbt. 8ind z. B. zwei Roihen mit 
einander zu multipliciren, so setzt man 

(u, + u,+u i + u s + }(„ e + I , i + B i + c,+ ) 

= «„»„ + («„»,+«,»,,) + {«,»«, + «,», -|-« s e s )4- 

+ («,««+«*%-!+«.%-»+ + «»».) + 

Dièse Gleieliung ist vollkoimneiirichtig. weun die beiden Reihen 

«o+w t + und !;„ + ?;, + 

endlieh siud. Sind sie aber unendlich, se mtissen sie erstlioh 
nothwendig convergiren, weil eine divergirende Reihe keine 
Summe hat, und dann mus* aiich die Reihe auf der rechten Seite 
obiger Gleichung ebenialls convergiren. Nur mit dieser Ein- 
schrankung ist die obige Gleiehung rk-htig. Irre icb nicht, so ist 
dièse Einschrankuug bis jetsttnichl henicksiehtigt werden. Essoiï 
in gegenwàrtigera Aui'sal/.e gcieheheii. iïben so ist eine Menge 
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4 N. H. Abel. 

âhnlieher Opération en zu rechtfcrtigen Tiot.hig. •/„ B. daa ge- 
wShnliche Veriahren. eine Griisse durch eine anendliche Reihe 
zu dividîren, eino unend'iitho Reihe v.w ciner Potonz zu er- 
heben, den Logavithmus , den Sinus, Cosinus davon zu 
iiehmenj u. s. w. 

Ein anderea Verfahron, welches man haufig in der Analysis 
antïifft, nnd welches nui- zu oft auf Widerspriiche ftthrt, ist 
das: divergironde Eeilien znr lSerechimng numevischer Werthe 
von Reihen zu gebraucheu. Eine divorgirende Reihe kann nie 
einer bestimmtcn Grosse gleieh sein: sie ist bloaa ein Aus- 
druck mit gewissen F.igeniscliaften, die sicli auf die Opcrationen 
beziehen, denen die j~313j Reihe uuterworfen ist. Die diver- 
girendon Reihen kOnnen zuweilen mit Nutzen als Symbole 
dienen, dieso oder jene Siit/.e kîii-zer ausziidrîicken; aber man 
darf sie nie an die Stella bestimmter Grosseu setzen. Thut 
man es, so kann nui) Sjoweisen, waa man will: Uumogliches 
aowohl als M0glich.es. 

Eine der mevkwiirdigsteu Reihen der algebraiscken Ana- 
lysis ist folgende: 



1- 



niju—y^^'m — (b — 1}] 



Ist m eine gao/e, positive Zabi, so liisst sich die Summc 
dieser Reihe, welche in diesem Falle endlicb ist, bekanntiicb 
durch (1 + x) m ausdrucken. Ist m kcine ganze Zabi, so geht 
die Reihe in ! s Unendliche fort, und sie wîrd convergiren oder 
divergiren, je iiaeluleiu die Griissen m und x dièse oder jeue 
Wertue haben. In diesem Falle setzt man nun ebenf'alls die 
Gleichung 

(i+*r^i+"-*+ 7'l"7' 1 , *' + • 

aber dann driickt (lin Gleiehlieif writer nie-lits aus, als dasa 
die beiden Ausdrûeke 



e Eigeuscliaftfiii gcnioin haben. von welchen, fur gewisse 
Werthe von m und #, die numeriache Gleichheit der Aus- 
drllcke abkângt. Man nimmt an, dass die nnmerisehe Gleîch- 
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1 



*.««+.. 



heit immer stattfinden werde, wenn die Eeihe convergent ist; 
dies ist aber bis jetzt «oeh niclit bewiesen worden. Es sind 
gelbst nieht aile Kiiile iinfersineht worden, wo die Reste con- 
vergent ist. Selbat wenn m an die Existenz der obigen 
Gleichung voraussctztc, musste donnoch der Werth von 
\l-\-xf" gesucht werden; demi der Ausdmek liât im Allge- 
meinen unendiieh vide verseliiedono Wertho, wâlirend die 
Reihe 1 + mx -J- nur einen einzigen hat. 

Der Zweck dieser Abhandlung ist, die Ausfttllung einer 
Llicke zu veTsuchen, und zwar durch die vollst&ndige Auf- 
lOsuug des folgenden Problems: 

»Die Summe der Reihe 



1 + T ^ + 



i(m 



■' + 



-l)(m-2 



i + . 



fur aile diejenigen reollen oder imiigiiiilren Werthe von z 
und m zu Ancien, fflr welche die Reihe convergirt.a 

II. 

Wir wollen zuersi. eiuige iioihwemilge j*;i!ze iiber die Reihen 
atifstellen. j313] Das vortreiïïielie Werk von Cauchy «Cour.-, 
d'analyse de Vènoh palytw.limquce- ';, welehes von jodem Ana- 
lysten gelesen werden sollte, der die Strenge bei mathe- 
matischen Untersuehiingeii lit'bt, wird nus d;*hei znm Leitfaden 
dienen. 

Erklàrung. Eine belïebige Reihe 

v,-i-v l + v t -i h» m H 

soll convergent heissen , wenn , fur stets wachsende Werthe 
von m, die Summe c B + v t -{- ■ • ■ ■ -\- v m sicîi einer gewissen 
Grenze beliebig nahert. Dièse Grenze soll Summe der 
Reihe heissen. Im uitgegeiigesetzten Ealle soll die Reihe 
divergent hcisHen, sie hut alsclann keine Summe. Ans dieser 
Erklàrung folgt, dass, wenn eine Reihe eonvergiren soll, es 
nothwendig und hinreichend ist, dass, fur stets wachsende 

Werthe von m, die Summe v m + v m+ , + + "m+n àich 

Null beliebig niihort, welehen Werth auch n haben mag. 

In einer beliebigen eonvergonton Reihe wird sieh dater das 
allgemeinc Glied r. m der Null beliebig nahern*). 

*) Der Ktirze wegen soll in dieser AWnnidlimg un ter w eine 
Grosse verst:uiden wevdeu. die kleinor sein kiiim. ulsjede geirebene, 
nocb so kleino Grtîase. 
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6 N. H. Abel. 

Lehrsatz I. Wenn man dureh £ c , <?,. $.-,, eine Eeihe 

positiver Griissen bezeichnet und der Quotient ' , fur stets 

wachsende Werthe von m, einer Grenze a sien nâhert, die 
grosser iat als l: so wird die Reihe 

«i ?! + *»** -!-«,$,+ + «»?» + i 

woi'in e ol eine Grosse ist, die. ftir stets wachsende Wertlie 
von m, sien nicht beliebig der Null nâhert, nothwendig 
divergiren. 

Lehrsatz II. Wenn in einer Reihe von positiveu Grossen, wie 

0o + ei 4- e2 _j \-Q m -\ ; der Quotient Q - m ^' , ftir stets 

wachsende Werthe von m, sicb einer Grenze « beliebig uiihert. 
welche kleiner ist als 1, so wird die Eeihe 

e D ?o + *i Qt + «, ?, 4- + f m Sm 4- , 

worin e , e 4 , e 4 , Grossen sind. die die Einheit niclit 

fibersteigen, nothwendig convergiron. 

In der ïhat kann man. der VoraiiiSetzuiig zuiolgs, m immcr 
gross genug annehmen, dass e m+i < aç m , Q m+t < aQ m+l , 
" " ?m+n <C ft Çm+)i-i ' st - Hieraua folgt p w+ fc <C k/ ' ■ £mi 
und raitbin 

l? m +0 m+1 + +Q m+n <Q m (l + a + --- + a n }<^, 

[314] und folglich nm so mehr 

% Pm + <W+, ft»+i+ + % + * e m+n < jzr; ■ 

Da aber ç m+ ; £ <C 0? ' Cm ua ^ a <C !■; 30 >- st klar, dass ç m , und 
folglich auch die Summe 

e m Ç m 4- %+, ?»»+, 4- 4- %+* e m+ „ 

Null zur Grenze babeu wird. 

Folglich ist die obige Reihe convergent, 

Lehrsatz III. Bezeielmet iu;m diircb. 2 , t.,, ? iT .... <„,, ... 
eine Eeihe von beliebigen Gnissen. nnd ist die Grosse 

Pm = *<, + h + *. 4- 4- ',„ 

stets kleiner als eine bestîmmte Grosse ô. so bat man 

r = E a tt + et f. -M, *,+ + e M / m <<î. e , 

wo £ , £|j e s , ... positive, abnclimende Griisseii sind. 



,GoosIe 



Uutersuchuugen liber die Reihe l.-j-—x-\ -- 9 — -œ ïï H 7 

In der That ist 

h=*P*lh=Pi—P*,h=P*~Pv 

also 

*"=-S.2>o + e i(Pi — J>o)4-«j(p»— PiH \- s m{Pm-~ Pm-i)> 

oder aueii 

r=Pt(** — e »)+-ft(«» — « 3 )+ +i>m-i(em-t— «m) 

Da abor e ( — £ d , e 4 — s,, positiv sind, so ist diu Grosso 

r offenbar kleiner als ô . e t . 

Erkl&rung. iïine l'une t ion /;.!-) soll cine s te tige Funetion 
von a; zwisclien den Grenaen rc = a, z = h heissen, wenn 
fur einen beliebigcn Wcrtb von r<- zwiscben ilic3en Grenzen 
die Grosse f{x — §) sich, fiir atets abnehmende Werthe von (S. 
der Grenze / [x] beliebig nâhert. 

Lehrsatz IV. Wenn die Reihe 

f(a)=i.,+i. l o + «',a« + ---'..+D w o(~+ 

fur einen gewissen Wertb cf von a convergirt, so wird sie 
aueh fur jeden kleineren Werth von a convergiren, nnd 
von der Art sein, dass fia- — fi), fiir stets abnehmende Werthe 
von /3, sich der Grenze f(a) beliebig nâhert, voransgesetzt, 
dass a gleich oder kleiner ist als (ï. 

Es sei 2 ) 

î> + b, «•+.... + r M _ ( «*»"* = </> («), 

»»«*"+•»*. «*" + <=VW, 

so ist 

[81B]v-W = (J)"'-»„*"+(j)" M "-»„ i a™*' + , 

folglieh, vermcige des Lehrsatzes (III), t/((#)<n-r-) -.p, wenn 
p die grôsste der Griissen v m è m , « OT <î m + » m+i , o WH ' i , 
"m^ m + , '»»+i 0> " l+1 ~t~ c «j+4^ M+a » ■•• bezeiehnet. MitHn kann 
man fur jeden Werth von a, der gleich ode:' kleiner ist 
als ô, m gvoss genug annehmen, dass 

ist. Nun ist /(a) =9) (a)-f-V( a )j aise 



,GoosIe 



8 N. H. Âbel. 

Da forner cp[et) eiu« ganze Fonction von « ist, so kann man f/ 
klein genug annelimen, dass 

»(«)-»(«-]») = »; 

also ist ebenfatls 

wodurch der Lebrsatz bewiesen wird. 
Lehrsatz V. Es sei 

■>, + »,« + !>,.)*+ 

eine convergente 3 ) ïieike, in welcher»,,, o. n » îf ... continu irliche 
Functionen ainer und derselben veranderlichen Griisse x sind 
zwischen den Grenzen x = a und x = b, so ist die Beihe 

/(«) = ., + ., o + »,o'+ , 

wo a < <î, convergent und eine stetige Function von x awi- 
sclien dcnselbon Grenzen. 

Es ist schon bewiosen, dass die Reihe f[x) oonvergirt. 
Dass die Finidian fie) stetiu' ist. liisst sich. wie i'olgt, bewoisen. 
Es sei 

«„ + ■«,«+ 4-o m _. i a m-1 = <p(;t), 

«m« m +^ +t «™ + ' + «VWi 

so ist 

/M =«><«) +*(■>■ 

Da aber 

+ , 

so hat man, wena man dnrch 6 1 [Y; die g! iisitc miter den Gvossen 
hc-ZMt'Suiet, vermOge des Lebrsatzes (III): 



*M<(j) ■%>■ 



[316] Hieraus folgt, dass man m gross genug nehmen kann, 
dass ^(x)=w, und dater aueh. 

wird, wo a> kleiner ist, als jede angebbare Grosse. 



,GoosIe 



Untersuchungen iiber dio Kcîhe 1 +- x-\ — —. — 5- — '■«£ + ■■■ 9 
Es ist ebenso 

/(•—A— » (•—«+», 

al 30 

/M— /(«— ffl = 9>(»)-»><«— + °>- 

Dem Ausdnick von 1/; (.?: zufolge ist abor Idur. dasa man /ï 
kleiu gtnng :mnolimei] kaiio, dass 

»W-(i('-fl-«'] 

wird, und daraus folgt 

Also ist die Funetion ,/[a;) stctig*). 

Lehrsatz VI. Bezeichnet man durch Q , Ç,, t>%, 

£o'i ?i'' Ps'> die Zalilenwerthe der resp. Glieder zweier 

convergente n Eeihen 

"a + "1 + *> 2 + =P imd 

•i' + »/ + ».'+ =/>'> 

und sind die Reine n 

Po + Ç* + 9*+ «nd 

e '+ei'+§t'+ 

ebenfalls convergent, so iat auch die Reine 

^+r 1 + r i -\ hï-mH , 

deren allgemeines Glied 

*) In dem ohon :iiigelii}in.en Werke des Herrn Caueky [S. 131) 
findet man folgenden Lehrsatz: 

>Wenn die vtsrsdiiedimen Glieder der Eeihe 
«0 + «1 + «s + «3 + * ■ ■ ■ 
F un étions n einer nurt ilovselbeiï vorliuilerlitlieu Grosse .<■ siud, und 
zwar s te tige Functmnen in fieziolnmg si.iit" dicsu VerUuderlieiie in 
der Nahe eines liCKouderim VVerlhes. Sur welcben die Keihe con- 
vergirt, so ist auch die Somme s der Eeihe in der Niihe jenes 
besondcren Werliics u!ne kU'Uli-o l'Hinetion von x.« 

Es scheint mir, dass dieser Lehrsatz AiiKïi:ihmen leidot. So 
ist z. B. die Eoiho 

sin ip — J sin 2 <p -\- J sin 3 y ■ — 
nnstetig fur jeden Werth (2 -m H- 1) » von 9», wo m eine ganze Zahl 
iat Bekanntlich giebt es eiue Menge von Eeihen mit almlicbcn 
ICL'e:isuSiaften5). 
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10 N. H. Abel. 

convoitant, nnd ihre Summe ist 

[317] («,+«i + «i+ )X {«',+«'.+«', H 

Beweis. Setzt man 

«■=•• + «!+ + »,■, 

J»'»'=«'.+« l 'i+ +•'«! 

so sieht man leicht, dass 

»"o+ r t + r » + + r mi—PmP'm 

+ (?o"'i m +ft »'.«-»+ +Pm-, »'«m (= *) 

J rP'^ l m+P\ "W, + +i» '«-!««« [=0) 

Setat *man mm 

Gi + fc + fi + =«"» 

e'o-He'»+e'»+ = u ': 

so ist klar, dass, olme Riïcksicht auf das Zeichen. 

«<"(e' 1M +ç' sm - 1 + +?'»«}, 

*'<«'(«■»+ ïwi-i + +em+i)- 

Da aber die Reilieu 

Q» + S>. + <?s + , ?'(, + e' t + e' s + 

convergent sind, so werden sicb die Grôssen t imd (', fur 
s têts zunehmende Werthe von m, der Grenze Null belicbig nâbern. 
Setzt man also in der Gleiehung [a) m imondlicb gross, so ist 



{», + (,, + «,+ )[ 9 \ + v \ + v ' t +._ 



Gesetzt, t u , i t , (* 4 -, ... . , £' 0) £', , t\, .... seiou zwci Roihtm 
positiver uud negativer Gi-ossoh, (levon iillgemeiiie Glieder sieh 
der Nnll belicbig nâhorn, ao folgt ans dem Lehrsatze (II), 
dass die Keiben 

(„ + *,« + *, a* H ,t\ + t\ a+t\a* + , 

worin a eino Grosso bezciehnet, die kleiner ist als 1, con- 
vergent sein miissen. Es verbàlt sieh eben so, wenn man 
jedem Gliede seineii Zalib;ii\v<.-nh giobt, also ist zafolge des 
vorhergebenden Lebrsatzes: 
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Untersuclrangen iiber die Eeihe 1 + -■- 



*■(«- 



V'i+(«i''i + 'i*'>+(V'i + '4' , i + 'i*'J ai, H 1 ». 

-H*Ht'V+ , TO-4*'i + *«-»*'» + +'o.*'m) affl ! 

+ J 

Nimmt man nun an, dass die drei Reihen 

t a + t t + k + , 

t' t + t\+t\+ und 

h t'a + ft t\ + h ?i) + (*, ?„ + t 4 t', + h *',) + 

[318] convergent sind, so findet man, vermSge des Lehr- 
satzes (IV), wenn man in der Gleicliung [b] a der Einheit 
sien nahern lâsst: 

(*.+*.+ *» + )(*'o + *'» + ''t + ) = 

(t''o+(',*'i+^'i] + ei''i + M'( + 't''i)+ 

ni. 

Wir wollen jetzt die gegebene Rcihe 



untersucîien, 

Bezeichnet man sie dnrcli <p [m), und setzt man, der Kflrae 

wegen, l = ffî , — = m 4 , -- — — — m^, und allgemem 



(1) pfmJsi^+n^+M,* 1 H l-^a^H 

Ë9 kommt nun zuiiadist davauf an, die Wert-he von m und x 
zu finden, flir welche die Reibe eonvergirt. 

Da die Grôssen m und x ira Àllfromciiitsn auch imaginai' 
sein kiinnen, ao sei 

x^=a+bi, m=k + k'i, 
wo a, 5, A, A', réelle Grossen sind. Substituirt man diesc 
Werthe in Gleicbung (l), so nimmt dieselbe folgende 
Form. au : 

rp [m] =p ■+- q i , 
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12 H. H. Aboi. 

wo p und q Reilien smd. deren Glieder réelle Wertlie Laben. 
Mail kaim dièse Reilien, wie folgt, finden: 
Es sei 

(« î + ô î )"=«, -=cos!p, — = sra<p, 

su ist 

# = a l'cosr,p+»-sni<p), 
wo a und y zwei réelle Grosses sind und a ausserdem 
positiv îst. 

Setzt man ebenso 

m~l^+l _ , . ;.+/.',-,■ + < . 



< iimlrt i 



-(m 1 -^ 



[319] Setzt man in dem Àusdruck: 

- — ^ = <5„ (cos jy + • ■ ain /^l 

u des- ReiUe nach gleich 1, 2, 3, , fi, so bokommt man 

fi. Gleicbungen, welchy, Glietl fiir Glied mit einandcr multiplicirt, 

_ «(«—!) (m— 2) (m— ft +l) 

>" 1 ■ 2 • 3 ,u 

= S { ■ S t ■ d t ô u [cos {y i + y t -\ h /«] 

+ i. S m( n + y i H [-;>)] 

gebeii werden. 

Hieraus folgt, wenn man mit 

Ki" = ce 1 * (eos ç> + * ■ sin <p ■ f = m u (cos ^<)3 + i ■ sin fi <jp) 
multiplient : 

m u z- w = a! t -Ô i -d i -ô s S /t [eo&{n<p+y l + y i + +/„) 

+ i ■ sin [n (p -f- y l + y, + +}>)}» 
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Uutersuchungen iiber die Reine l + <r*H —^ -j!* -\ 13 

odeï aueh, wenn man der Kttrze wegen 

8 r ô,-â a àf*=ï-p-, 

.«y + ^ + Zï + ^H t-Vfi=0p 8etzt: 

m u ' 3^™ A„ ' al * { cos &fi + ! ' ■ siu Qfù • 
Der Ausdruek [l] geht daduieh in 
y ( m ) = l + A, a (cos 0, -4- t ■ sin (?,}+ ^ « 3 (cos S + *'■ sin 3 ) 

_1 ^^«^(coa^-fî-sin^lH , 

oder in 

1 + jt, « ■ cos0 4 H- A, « s - cos , H (- ^ «f cos 0^ H 

+ *{*,« -Bb^ + V. ilnfl, H -h^^-ain^H } 

ûber; also ist 

l+^O'Cosflj+AjO*- cos0 2 H h^u Ml " -coaS^ 

( 2 ) |j= Jl, «• sin ^ +*,,«*• sin 4 H h V e '*' sin6t ,« 

1 +■-■ 

Hun behanpte ich. dass dièse Reihen divergiren oder 
convergiren, je naelidem a griisseï oder kleiner als 1 ist. 

Aus detn Ansdriick fîir /.„ folgt l fl+l = ô fl+i ■ l u , also 
V« ■ a! "' +i = a ë f>+< " V a " ' ' nnd 



v-((^r + (^r) 5 . 

ird sich cî„, fur stetu waohscnde Werthe von (i, der 



hin sind, vermùge der Udirsiit/.e ;T) und (II) iui vorher- 
gehenden Paragraph, die Reihen p nnd q divergent odeï 
convergent, je nachdem a grosser oder kleiner ist, als 
die Binheit. Mit der gugebeneu Reihe <.[. (m) veillait os sich 
folglich ebenso. 
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14 N. H. Abel. 

DerFall, wo a = l igt, wird wcil.cr mit m bchandelt werden. 

Da die Eeihe <:p{m) fur jeden Werth von « convergirt, 
der kleiner ist als 1 : so wird ihre Summe eine gewisse 
Function von m und x sein. Man kann auf folgende Art 
eine Eigenscbaft rlie-aer Function aufrfellen, welche dazu dieneu 
kann, sie zu finden: 

Es ist 

q>(n) =« f»,^»,! 1 H h^^H ; 

wo Tin den Werth von m„ fur m = n bezeichnet. Hierans 
ergiebt sich uach dem Léhrsatz (VI): 

91 (m)-g){«) = *„*'„ + {*.*'< + *!*'(,) + (M'« + 'i*'i+*»*'«)H 

wo £„=m „#>"', t'„ = n„xf*i sobald die Eeihe auf der reehten 
Seite convergent ist. Substituât man die Werthe von /„ 
und t'„, SO erhalt man 

gp (m) .,,(«) = 
m n + (»»;,«! 4-»ra t n }a:+ (»»„«,+»», « 4 -{-m^n^a? ~\ 

Nun ist, vermoge einer den Grôsseu m fi gemcinnamen 
Eigenschaft 

wo {m — j— ï») „ den Werth von m, bezeichnet, wenn man davin 
m -\- n statt m setzt. Mithin erhalt man durch Substitution: 

,Hf(')=l«+»! 1 + l"+'],'+(«+'!,''H 

+ lm + »V *" + •■'■ 
Aber nach dem Vorliergeh^iiden i-it das Cdied ;uif der reehten 
Seite dieser Gleichung eine convergente Eeihe, und genau das- 
aelbe wio tp [m + «) . A\so ist 

(3) 9>(»). 9 ){iil« 9 )(i)»+)*}- 

Dièse Gleieliiing drikkt eine Uniud-Eigejiaeliiifl der Function 
f/)(m) ans. [321] Wir wollen jetzt ans dersclben den Ansdruck 
der Function in endlicher F or m verni ittelst Exponential- 
Grâssen, logarithmischer und Kreis-Fu nation en herleiten. 

Wie man oben sah, ist <p(m) von der Form p + qi, wo 
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Unterauolmngen liber die Eeilie 1 + y -H — yy-g — -^H— • 15 

p und q stets reell und Functionen der Grossen k, k', a und 
<p sind, wilnrend m = A + A' », « = «(cos ç> + * - sin ç>) iat. 
Man aetze 

p-^~qt=r (coa s + »' ■ sin s) , 



wo r stets positiv und s eine réelle Grosse ist. Mail setze 

••=/(*,*■), «=-*(*,*'), 

30 iat 

(3')j» + J*=Ç> (£+ *' *)=/(*, *') [cosVt*, *')+»'• Bill VE*,*')]- 
Hieraus ergiebt sich, wenn man nach und nach l und V ', und 
A + £ und # -(- ï' an die Stelle von /c und k' setzt: 

q> (/+r *)=/(;,!') [oob v(^')+.«- sin #ftf')], 
<p[k + l+(k'+r)tî=f{k-t-l,k'+r)-[e<}aip{k+l,k'+I') 

+ i- du i/i (* + /,# + *')]■ 
Àbei vermûge (1er Gleichung <p (m) ■ rp [n) = rp [m-{-n) iat 

fp lk+i+i]<!-\-r)ï\= ( p[k+k'i). ( pii+ri), 

wenn man ?k = A + &'î, w = 2-J-2'» setzt. Folglieh erha.lt 
man durch Subatitution : 

f{k+l,&+l') {eoatp [k + l,k'+l') +* • Bini/* (k+l,&'+l'}) 
=/[*,#) -f[l,l'){GOB [ip{k,k') +xp{l, l ') ]+ i-àn[ip {k,k')-\-ip(ï/)]}. 

Dieae Gleiehutig gîeut, wenn raau die reell on Glioder von don 
imaginâren abaondert: 

/[A+Z,A' + Z').oosi^ (* + *,&'+*')' 
=f(k,k')-f(lJ')-cos{4>[k,k , ) + Tp{l,r)}. 

f(k;+ l,N + V) ■ sin ip(& + l,k' + V) 

=f[k,k , )-f{l 1 l')-&m{ip{k,k') + \p{l,r)}. 

Quadrirt und addirt man dieao Gleieliuiigen, so erhàlt man: 

[f[k + i,/,-+r)f=[f(ic,fj-f[i,r)Y 
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16 N. H. Abel. 

und bieraua: 

[822] (4) f{h+i,ii+r)=f[k,ii)-fii,r). 

Vermoge dieser Gleielmng gelien die obigen iu folgende liber: 
coaty[k + I,k' + l'}=Qoa{ip{k,K)+ip{l,r)}, 
sin rp{k + /, k' + V) = sin {ip [k, k') + ip {1,1')} . 
Dièse Gleichungen geben 

(5) ip(k+l,k'-<rr) = 2M!r.-{-ip{k,k')-{-yj(l,l'), 

wo M eine ganze, positive uàv.r negaiive Zabi ist"). 

Jetzt kommt «s da.rauf an, ans tien Gleichutigeu 14) und [i>] 
die Funetionen f{k, k') uud ip(k.k'} zu fiudea. 

Zuerst behaupte ich, dass aie stetign Funetionen von h 
and Té , zwischeu beliebigen Grenzen dieser verandei'liehen 
Grossen. sein werden. In. der Tliat sind p and q, nacli dem 
Lehrsatze (V), offonbar stetige Fnnctionen e ). Es ist aber 

/(*,*')= (y' + ff; 

folglieh ist f'.k.k') eine «tutîge l'uiiciion ; obunso cos ip[k, k'] 
und sin tp (k, &'). Daher kann man voraiissetzen , dass es 
ip(k,k"\ ebenfalls ist. Wir wollen zuerst die Gleichung (5) 
untersuchen. Daip(k,k') eine stetige Funciion ist, bo muss 
M fûT aile Wertbe von k, k'. I, V denselben Werth liaben, 
Setzt nian also deï Reibe nach / = , k = , so erliàlt man 
ip(k,k' + 1'} = 2Mtt +ip [&,&') +ip[0,l'), 
ip [l, k' + V) = 2 Mn + xp (0, k') + lp [l, V) . 
Eliminirt man /.wisriien diose-n Gleidiuugen und der Gleichung (5) 
die beidon Grossen ip\k,k') und ijj[l,l'), so findet man 

lp{&,k' + r)-t-tp{l,k'-{-l'}=2Mrt + ip{(>,k')+ip(0,l'} 
-\-ip(k+l,k' + V). 
Der Ktirze wegen soi 

M,H + V) = 6[k), 
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Untersuchungen iiber die Reihe 1 + -# -h ■■- ^ - — - ■ -aP + •■ • 17 

(7) o(A)+e(ï)= a +e(A+^). 

Setzt man hierin der Eeilic nach 7 = 1, 2/c r ...., ç/e, so er- 
hàlt man: 

20(l)=ci + e(2i), 
8(l) + fl(21) = <j+r)(31), 

6>(l) + fl(3i)=<i + 0(41). 

«(i) + «[(j— 1)1] — o+Siçl). 
Addirt man dièse Gleichnngen, so findct man 
[323] (7') ,9(*) = (j-l)„+«((i). 

Hifïraiis t'olgf, v,"ftnii man /t = 1 setzt, 

oder auch, wenn man 0(1) — « = c setzt, 

(8) 0(ç) = c . Q+a . 

Diesen Werth lut also die Function ${k), venu Je eine ganze 
Zahl ist. Aber die Fimction 0;'/!;) wii-d fur aile Werth e von h 
dieselbe Form habcii, was sich loicht. wie i'olgt, beweisen lasst: 

Setzt man in der Gleichung (T) k = ~ f vio ft eine ganze 

Zabi ist, 30 ist q- d(~\ = [g—l)a + d[fi). Aber vermôge der 
Gleichung (8) ist 

Mitbin findet man, wenn man substituirt nnd durch q dividirt; 



Die Gleichung (8) iindet daher filr aile positîven und 
rationalen Werthe von ç> statt. Oesetzt nun, l sei = — /c, 
so geht die Gleichung (7) in 

6(k) + (e-k) = a + Ô(0] 
ilber. Hieraus folgt, wenn man k = setzt: 

0(0) >= a, und folglieh 0{—k)=2a — 6{fy. 
Ist aber k vational und positiv, so erhftlt man 
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6[&}=c-k + a, also0(— £)=— o-h+a. 

I.lic (ilijiohung 

[9) fl(*) = c* + o 

findet also allgemein fur aile rationalen Werthe voii &, und 
folglich, weil 6 fi) eine stetigc t'unotion ist, ftlr aile reellen 
Werthe von k statt. 
Nim ist 
&(k) = ip(7c,k' + T) und «==2ilfîr + i//(0,/ c ')4-i/;(0,/'); 
setzt man also c = 0{k', V), so erhalt man 

(10) tfi(k,&+l'} = d{U,l')-k + 2Mic + it>{0,tf} + ip(Q,r). 
Hieraua ergiebt sich, wenn man & = setzt, 

xp [H t k + V) = 1M it 4-^(0, ft'J + Vt ^')- 
Da dièse Glcîclmng dieaelbe Form hat, wie die Gleichuug (7), 
so wird sie auf dieselbe Weise: 

if){0,&') = p'-k'—2Mn 
geben, wo (S' eine von k' unabhângige Grosse ist. 

[324] Setzt man V an die Stelle von A', so erhalt man 
^(0 t ;') = — IMit + p'V. 

Substituirt man diesc Werthe von ip(Q,k'} und ip[0,F) in 
Gleiehung (10), so ergiebt sich 

ip[k,k' + r) = 8(k',l')-k + p'(K + l') — 2Mic. 
Hierans sieht man, dass 8 ./>■■ ','/■') eine Ponction von k'-\-l' ist. 
Bezeichnet man sie durch F[k + £'), so ist 

y(k,k , + I') = F[K + I')-k-\-p'{k'-\-I')— 2Mn, 
und foiglich, wenn man V = setzt, 

ip {k, k') = F{k') ■ k -\- 0' &"— 2 M te . 
Erwàgt man, dass 

ip[k,k'+l'}=2Mft + ip{k,k')+tp(a,l') 9 }, 
ip{b,l') = pl' — 1M7£, 
so giebt die obige Gleichuug 

F{k , + l')-k + tt'(k' + l') — 2 3Î7t 
= 1M.it + F(k')-h-\-^k' — 2Mu J r^'l'^1M7t, 
das heisst: 

F[K + V)=F{H). 
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Setzt man also k' = 0, so ist F[l'} = F(0)=(Z = F[k'). Der 
Werth von ip[l\//) gciit iilsu ^eblicsslieh in 

(il) i/i (*,£'] = /3 • -4 + /î' ■ A' — 2 Mtt 

ttbeTj wo (î und /?' zwei Coustanten sirid. Dieser Wertb von 
ip[k,k') wird in der That der Gleicbnng (5) ganz allgemein 
Geniige leistijn. wio lt'iclit scn sehen. 
Jetzt wollen wir die Gleiehnng 

f{k+i,v +r)=f{k,K).f[i,r) 

untersueben. 0& f[k, k') immer eine positive Grasse iat, so 
kanit man uetzen: 

/(*,*') = .'!». »>, 

wo F[k,k') eine ïeelle, stetige Fonction von k und &' be- 
deutet. Substituai man und nimmt die Logaritbmeu der 
beiden Gliedor, so findet man 

F(k + l,k' -\-l')=F(k,k') + F(l,l'). 

Da dièse Gleiuliung mit der Ghùehrnig [W\ ïiln'reinstiinmt, wenn 
man F statt ip, und statt M setzt, so giebt sie. rermSge 
der Gleiohnng (11): 
(12) F{k,k') = è-k + ô'-k', 

wo ô und <ï', ebenso wie fi und /î', zwei von k und £' unab- 
h&ngîge Grossen aind. Die Fiinction j"\k,k") gcht also in 

f(k, #) = &+** 
[325] iibev. 

Nachdem auf dièse Weise die Functionen \p{k,k') 
und f[k,k') gefunden worden, liât man, vermoge der 
Gleicnung (3') 

(13) tp{k+k' j') = e JS + TO [cos{/î^+ p k')+i- sialfî k+ ? k% 

worin nocli die Grossen ô, ô'. (?, (S', die nur Fnnctionen von 
a nnd 1,0 sein konnen, gefunden worden mlissen. 
Es ist 

cp {k + M'i] =p-\-qi, 

wo p und q durch die Gleioliungen i'i'i gegebon sind. Sondert 
man die reelicn Grûssion von don imagiulireii ab, so ist: 
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Ie J *+ w • eos (/U + /T £') = l + il, k CO80., 4- ^ « a cos S 
H h^aP-cos^H , 
e«+iw . gin ((SA + (i'k') == A, « sin 0, + J, a a» s in % 
+ ••■■+!„«,". sin^H 

Wir wollen mm zuevst tien Fall betrachtcn , wo m reell, 
d. h., wo k' = ist. Alsdann gehen die Ausdriieke (12.) in 

3 ffl -oosj9&=l-H--<ieo3 9H — ' ■ "" ■■«* coa 2 y 



(15) 



*.(A_1).(*_2] 
+ î . 2 . 3 " 8 coa3çpH =/{«), 

j*.iiii£*=a *.oaii 

A- (A— 1)-(A— 2) 



liber. Um d und jî zu fiiiden., 
hâlt raan: 



s' , COS/S=l + 0:00895; e J sin/? = «simp. 



COS(¥ = 



e->c= {1 + 2« eos (p + a 2 )"' 4 , 
1 + a cos (/j ._ Q « sin <jp 



sinff = 



( 1 + 2 « cos f/> ■+- a 1 ) 3 (1+ 2 fi cos </.> H 



Die letzte diesev ("ileichungen giubt, wenn man dtirch s den 
kloinsten aller Werthe von /? bezeichnet, welcher ilir geniigt 

und welcher immer zwischen — - und ■- liegen wml. 



wo (i eîne gance [jos.ii.ive odci' nega-live ZaM ist, 
Daheï gehen dio Gleiehungen (15) in 
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f{a) = e* h ■ cosk(s-\- fiic) = e** ■ aoa ks ■ cozkfiK 

— e, s,i ■ sin ks ■ sin^jiîï, 

8{a'\— = e t! **&inA(s + jtt^ = e , "'-sin7ts ■ ti-osku.ïc 

+ C 1 " ■ C03 A S • CCS A: fi 7i' 

tiber. Ans diesen Gluicluingen folgt: 
[326] oo8^7C = e- J *[/(a)-cosA6 + ô(o(}.sîiiAa] 1 
ain^f(?c = e _Jt [0(«)-cobAs- — f(a)-smks], 
Aber aach dem Lehrsatz (IV) sind 9 (a) und f[a] atetîge 
Functionen von et, es miissen also nos A((;i und sin s/iM die 
nâmlichen Werthe fur aile Werthe von a behalten. Daher 
iat es, um sie zu finden, hinreichend, a einen beliebigen Werth 
beizulegen. Es sei a gleich 0, so orhalt man, weim man 
erwàgt, dass alsdann e 5 = 1, /'(«) = !, 6 ] {a)=:0, s = ist: 

cos^|t(îT = 1, sin/^ur = 0. 
Substitairt man dièse Werthe in die Ausdrftclce von f{<x) und 
0[a), und erinnert sich, dass e â = (1 + 2acosç> ■+• a 2 ) ist, 
so erhalt man: 

f («) = ( 1 + 2 a cos y + tr 5 )" 2 ■ cos A s ; 
0{ a ) = (l+2«cOBç> + « i )'*.Biia8. 
Die Ansdriicke {15} geheii also schliesslich liber in: 
k *.{*— i) , „ 



( h,; 



« . k-lk—1 



a- sin *2 (/■ 



1-2-3 
(l+2«cosçi + «*)*■ sin ft*, 
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22 N. H. Abel. 

wo s eme zwischon — — und 4- — enthaltene Grosse ist, 

welche der Gleicnung 

« • sin (p 
tang $ = -■-- -■■ ■ 
1 + a cos <p 

geniigt. 

Die Ausdrticke (16) smd zucrst von Cauchy in der oben 
angeftthrten ëelinfï aiifgostollt worden. 

Die Grosse a ist hier kleinor als 1 angenommen. Weiter 
unten wird sicli zeigen, dass aueh a = 1 sein kann, wenn die 
Grosse h einen unscmcss^iiiin Werth bekommt. 

Im Yorhergehonden habeu wir die GrOasen ô und /S 
gefunden. Jetzt wollen wir zeigen, wie sich die beideu 
anderen unbekyiuiten Grossen d" und fi' finden lassen. Sotzt 
man zu dem Ende in (14) k = und k' —n, so erhiilt man 

e s ' n ■ cos (/S' n) = 1 + \ a cos #, -4- X% et 2 cos 9, + ■ • - - , 
e 6 "" ■ sin (/?'«) = A 4 « sin 0, + % % a- siu (9, H , 



[327] lp=W *,•■■• à,„ 9 fl =fiç> + y i +¥,+ ■■ 
ist, wàhrend d„ und j/ u durcîi die Gleichungen 



=((^H3' 



bostimmt sind. 

Aus diesen Gleicbungen ergeben sich folgende : 



■ + ï> 






= ~t . « sin 0, + -^ a 1 sin 3 + • 



Man hat aber, unter der Voransscl-ïiing, dass « positiv ist: 
= â, = w, also —!- = ô i -â 3 S^, foïglich 
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ii- — - = aamO i + il,K-ira»., -|-<M ; ; " suif, -h 

Dièse Eeihen convergiïen fiir jeden Wertb. von n, Null 
mîtbegriffen , wie ans dem Lelii'satsie [11; leicht zu sehen. 
Lâsst man daher n sicli dm' Gi'eim; iSnll niiherii nnd erwagt, 
dass die Eeihen, nacli dem Lehrsatae (V), stetige Functionen 
sind B ), so erhalt man 

S' = a cos0',+ ô\ « s cos 6' % + è\ d' a a 5 cos 0\ -\ , 

da ô' und (?' die Grenzen der GrÔssen — — — — - 



and ■■■■■■ ■ — — - sind. & ist die Grenze vois 0„, und 6'^ 

diejenige von ci Nun ist, zufolge des Ausdrucka von cL, 

d'^= ; also cos ^ = — 1; sin j^= (wenn ji>1), 

folglk'li: 

cos{f' /J )=eos(«r J p + ^ 1 +j' i H hy iU ) = + sm( 1 «v)-(— l}^ 10 ), 

BÎB(fly=BJB{^gp+y 1 + ftH !-;>)=— eoB(^gj)-(~l)^ 

wenn man noch. erwagt, dass zufolge der Gleichung 

n i = S A (cos y, -f- *' ■ sin y, ) , 
[328] cos >/ i = 0, sin y i = l ist. Folglich werden die Werthe 
von ji' und o" folgende sein : 

j3'= ocostp — £creos2( J p-|-|c[ 3 cos3o; — , 

o" = — («sinf/i — ^ a 2 sin 2 ço -l-^-tt 3 sin 3 i/i- ), 

Auf dièse Weise sind nun die GrBsaen /S' und ô' durch 
unendliehe Eeihen gefunden. Man kann sie aber auch in ond- 
licher Gestalt ausdïticken. Denn ans den Gleicfiungen (15) folgt 
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[A— 1)(A— 2) , . 

+ 1 . 2 ■ 3 a sin3 y-i — 

Hieraus folgt, wenn man /c sicb Null n&bern lâast: 
: « cos tp - — — cos 2 tp + — coa 3 ijp — • ■ 



(») 

# = « sin cyî — — sin 2 f/i + ir B ' n ^ ( P ~ 
folglieb 

p = + d } s' = — p. 

Die Auadïûeke (141 geben alao in 

l + ^aoosd, + h ^eostf, H + ^«fcos^H 

= e ill -i®coa{pk + dK}=p, 

A ) asm^,+^ a a 3 sini9 9 4 |-A„ai"sin(9 ft H 

= e* i -(> t 'Bm(pk + 3k') = g 

liber, wo 

<î= Alog (1 + 2 a coa m + c s ) , ff = arctang (■ ■■ " siniip . - | ; 

und da nun die Summe der gegebenen Reibe =p-\-qi ist, 
so bat man 

Nun iat m = A + A**, x=a (cos g? -j- i- sinçp) = a + S*\ 
alao a = Va* + 6*, « cos oj = a, «sin <y) = £> 

3 = 4>g(l + 2« + a î + ô s )=A 1 log[(l-|-a) 1 + & î ], 

g= arotang I )• 

Substituirt man uiid setzt m statt 7c, und » statt A', 80 ver- 
wandelt sieh der obige Ausdrack in folgenden: 
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Uctersuchungen ulier die Rcihe 1 + jx-\ — - — -.»B-|-... \ 



h^Biii|«iaret«ig( i _?-J+|»Iog[(l + a) 1 +ï , ])l. 

Dieser Ausdruck findet, wie wir sahen, ebenso wohl als (18), 

fur jeden Werth von a = V à'- -\- }/- , der kleiner als 1 ist, statt. 

8etzt man z. B. b = 0, « = 0, so hat man den Ausdruck 

(20) l+Y« + ' W ' (m ~ 1 ^ s + ••• = (!+«)'", 



i welckem wir weiter iniii.'ii (■.ù-ljnuu'.ii niLU'lum v-'enluu. 



TV. 

Im Yorhergehenden wurde die Smnme der gegebenen 
Reihe fflr die Fille, wenn a <= Va? + ï 1 kleîner als 1 ist. 
gefunden. Es bleibt Dooh der Fall zyi nntersnchen librig, 
wenn jene Grosse glcicli 1 ist. 

Ans dem Lebrsatze (IV) folgte, dass, wenn man a dei 
Grenze 1 bdicbig sicb niilieni lasst, die Eeibe 

»„+*, a -h»,a e H 

zn gleieher Zeit der Grenze y, + », + » s + sicli nfthert. 

sobald nur die letztere Reihe convergent ist. Lasst man daher 
in den AusdrQcken (18) a der Einheit sich naheni, so 
hat man: 



,GoosIe 



26 N. H. Abel. 

[ 1+^00804 + A, CO80, H X-lpVO&d^ 

I ilj sin 0. , + J, s sin /9 S H |-A„sin0„-| 

[ = e *t*-|*i*'. sin^A+^Jf), 

wo tf, und (S, die Grenzen dor GrSssen ô und /S sind, voraus- 
gesetzt, dass die in fliesen Glek-lniugen entbaltenen Reihen 
convergiren. 

Es ist aber klar , dasa \ Iog (2 + 2 eos cp) die Grenze 

. . / sinfp \ /2-oos-î-fp-siii-î rp\ 

von à nnd aretang ■ - ■ , ■■■- arctiing \--r-*-, — zr^x 

= aretang itang \ rpj die Grenze von (i ist; folglich ist 
(22) <J 1 = -|log(2 + 2cos^;, fî^arotang (tang^y). 

Es bleibt also nur zu iintùi'.-i.iclii^n ubri^, in wclclieu Fiilleti 
die Reihen convergent sind. Zu déni Ende wollen wir drei 
Faile unterscheiden: wenn k = - — 1 [330] ist oder zwischen 

— t und — oo liegt; wenn k zwischen und 4- c° liogt, und 
wenn k = ist u ) oder zwischen nnd — 1 liegt. 

Erster Fall, wenn k = — 1 ist oder zwischen 

— 1 nnd — oo liegt. Es ist 

V . !kV\t 



"(I- 



Setzt man also k = ■ — 1 



■=(m* + (f)'f- 



Hierans ist zu sehen , dass ô u immer gleich oder i2 ) grôsser 
ist, als 1. 

Man hat aber X^ = <S, ■ d t • (î 3 <S„, also wird JL, fttr 

stets wachsende Werthe von ,<i, nieht gegen (1 hin conver- 
giren, nnd folglich sind die Reihen [21), vermôge des Lehr- 
satzes (I), divergent. 

Zweiter Fall, wenn i positiv ist. 
Gesetzt, c sei eine positive Grosse, kleiner als k, so hat man 

{fi — k~ i + cr=( f i — k — l)- + 2c( j(( — k— l) + e*, 
also 
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~2o(/*~A— 1). 

Setzt man 

30 folgt, dass zugleich k'- — e s — 2c (p — k — 1) negativ, und 
folglich 

^-i-l] , +ï'<M-'+«]',ik 
c^- ,1 C fl 

ist. Setzt man in der Gleichung (20) a =-, »î = — m, se ist 



Daher ist, wenn man m = 1 4- k — e setzt, wie leicht zu s 
(i+r -,« >i _ 1± ^ iï)i 

folglich 



[331] alao 

■W<( f -g£ï)' + '~'. »»«>»'"■ 

Setzt man der Tteihe naeh ,«=1,2,3, , ,i( und 

uiuU'iiIicii't dit Rosiiluiki iriil. eimmder, so evlijilt 111:111: 

V.V. W<( e ~iîriP'' 

also, da X^ = Ô, ■ S i ■ â s ô^ç, 

w<v«, vt^ïP. 

, wenn man ^ = 0, 1, 2, , ji setzt, 
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N. H. Àbel. 

<?+(• + !' 



; man jetzt in dem Ansdruck (20) i 



m = — h -\- c, so bat man 

folglich ist, wenn man sich erinnert, dass ^ > '.' : 

Iç + p+lj -* ""f+ju+l' 
Daiaus folgt, weun man mit (A — c) (p + Jt + 1)*-° dividivt: 
» ^ ? f 1 ! 1 

Dies giebt, wenn man [1=0, 1,2, , [t setzt und addirt: 



< 



:-cL'" (;, + ,, + !)"-=]<* 



Hierans folgt, daas 

>,, + V. + '- + W<'W. ^IË^i^. 

welchen Werth aueb ;( haben mag. Daher wird die Eeihe 
1 + K + ^ + ^ + ■ ■ ■ ■ ) deren Glieder sàmmtlich positiv 
3ind, convergiren 15 }, and folglich wcrdi'ii auoli die Reihcn 

[332] 1-1- 1, cos l + ?. s cos # s -( hV c0S ^H 1 

i, siii #, + À, sin 0, 4 h /„, sin EL H , 

naeh dem Lehrsatze (II), convergent sein. 

Dritter Fall, wenn /y gleich ist oder zwisehen 
Null und — 1 liegt. 

In diesem Falle werden die obigen Reilien convergent sein 
fui jeden Werth von k, so lange nielit q> = (2 n -f- 1) jt ist. 
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Untersuchungen iiber die Reihe 1 + j% + - — ■■ ., — ■■&-{-■•■ 29 

Dies lâsst sich, wie folgt, zeigen: 

Es sei 

m=-k -\-li'i, x=eoifp-\-i'Sui(f, und 

1 + m i x -\- m^ + m A x* -\ \- m n x n =p n . 

Durch Multiplication mit 1 4- x erhâlt man 

+ {m n +m n _ t )x« + m n x^'=p n (ï + x). 
Wie bekanut, ist aber 

" t n + m n~i = i m + ^}nj 
also, wenn man substituât: 

l + { m + l} iX + (m-i-l) t x*-\ +{m + l) n z« 

= — m n x n+i -\-p n (\-\-x). 

Setzt man jetzt n = oo, so ist das oi'ste Glied dieser Gleichung, 
nach dem vorbergelienden Falle, eine convergente Reibe, 
Bezeichnet man sie durch s, so ist 

s—p n {i+x) — m n [co&(n-\-l)(p + i-im[n-\-l) t p], 

wo n unendlicb gross ist. Nue 1 il s s t sicb, vie in dem zwoiten 
Falle, beweisen, dass w„ = ist fur n = oo. Man bat also 

s=p (1 -[-#), viop = l- 1 t-m^x J rm î x'*-\ ■ 

1)ÎL'3(! l.'.li-k'.jiini^' gicbt, wenn nicht #+1 = 0: 



Die Reibe p ist also alsdaun convergent, und mithin sind es 
auch die obigen Reihen. 
Ist a: + t = 0, so ist 

l-\-m&(p-}-i-&mrp = 1 also sin çp = 0, l + cosy— o ; 

d. h. <p = (2» + l)^j w ° M eine gaiize, positive oder néga- 
tive Zahl ist. Folglick sind die in Rede stebenden Reiben 
fur k = sowie 16 ) fur jeden Weith von /c zwischen and 
— 1 convergent, so lange nicht (p = (2m -[- 1)jt. 
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Ist y = (2w+l)7t: so aind die Rcihe-n nothwendig di- 
vergent; demi wilren sie aladann convergent, so hâtten sie 
znr Summe die Gronzen der Punctionen. 

[333] ^-^[cos^/S-M' <*)+*■ sin [kp+k'ô)], 
wenn raan darin « gegen Eins") hin convergiren lasst, nnd 
rp = (2m+ 1)îC setzt; 
Es ist aber: 

d»=*iog(l + 2«eosp + a i ) I /î=arctang( T -^£-), 

folglieh fttr <p = {2n + l)it: 

S = log(l — «), 0=0. 
Die in Rede steliende Fnncf-Jon geht also in 

(l_«)ft[cos(A'log(l— «)) + »• sm(A'log(i — a))] 
ttber. Da aber k = oder negativ ist, so ist klar, dass dièse 
Function, wenn man a sien 1 nfthern lasst, keine endliche 
und bestimmte Greuze hat. Die Keilien si.ml mit] i in divergent. 
Ans dem Vorhergehenden folgl also, dass die Reihen (21j 
fttr jeden Werth von <p stattfmden, wenn k positiv ist, nnd 
fur jeden Werth von rp t fur welchen cos -^-(/) nieht Null 
ist, wenn k= ist if >) oder /wischon — 1 nnd -\-ii liegt, welches 
auch immer der Werth von h' sein mag. la jedem aiidere-n 
Falle sind die Ik'.ihen divergent. In dem Falle, welchen wir 
untersuehen , geht die allgcmeine Reihe (19), wenn man 
5* + «*=!, d. h. b = Vl — « s setzt, ttber in: 



(23) 



= (2 + 2<()2".e "" rt " l 'l+», 
[oos|marctaiig ]/™^ + i»Iog{2-r-2a)] 

+»'• sin [m arctang y -^ + 1« log (2 -+- 2 a)] 1 . 
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Uotersuchungen iiber die Eaihe 1 + -- x + ■■ - j; ^ <&+ • • • t 

Folgendes ist eine Uebersicht der bishorignn Kchiilraie: 
I. Wenn die lïeihe: 



i ist ihre Sumuie: 



((l + df + b-f.e *™'** V+«l . 
[««{m «étang ^ -) +|log((l-H«) î + ô 1 )) 



IL Die R'eiae ist convergent fur jeden Werth von m 
und n, wenn die GrCsse V ô* -f- 6 S kleiner ist als Eins. Ist 
V a* + S 2 der Einheit gleich , so ist die Reibe convergent 
fur jeden Werth von m zwischen — 1 und + oo, insofern 
nieht zugleich a = — 1 ist. Ist « = — 1. so muss m positiv 
sein. Injedem undoron V:\Vu: isi die seirtiituf' IJoilie divergent. 

Als besondere FâUe muss m an imterscheiden: 

A. Wenn »= 0. 
Alsdann ist: 



[ -j-î'-sinlmarctang |j~ J) ■ 

Dieser Ausdruck giebt, wenn man a = te eus y irad S = a sin (jp 
setzt und die reelien Glieder von den iinaginiiren absondert: 
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N. IL Abel. 



1 • 2 

=(l + 2acosijp -j- «-)- ' ctts (î« arc tan »■ 



« s m (/.■ 



(25) ' ^ U+coosy//' 
m . ffi-(m— 1) . . 
j a sjnf/> ^ 1 ' ; 2 ; o'ain 2 ip H 

= (l + 2ocoK ( -/ ! + a^ m sin(Miavctai,g( T -^^ 7 )J. 

.B. Wenn £ = 0. 
In diesemlVlle jnïhi iler niUrimcinn. Âusilriick in folgenden ilber: 

= (l + «) m .[coa[«log(l + a)] + t-àii[«log(14-Œ)]]. 
G. "Wenn n = 0, b = 0. 
Alsdann ist: 

(27)1+ ^M». + >M^. + ... =11+ « r . 

Dieser Ausdruck fintlet fiir jeden Werth. von m statt, wenn 
der Zahlenwerth von a kleînei ist, ala 1; ferner fur jeden 
Werth von m zwischen — ■ 1 und -f- co, wenn a = 1 ist, und 
fur jeden positives Werth von m, wenn a = - — 1 ist. Fttr 
andere Werthe von a und m ist das erste Glîed eine diver- 
gente Heine. 

[335] Setzt man z. B. a = + 1, resp. a = — 1, 80 hat man 



Die erste Gleichung gilt fin- jeden Werth von m, zwischen 
— 1 und -f- oo, und die zweite fttr jeden positiven Werth 



7). Wenn Va î -\-b' t = 1 i; 
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+ ■•■■ 



(2!) 



Uoa jmarctang V\~ + ~ log(2+2a)l 
- i • sin I m arctang y --— — \- — log (2 + 2a) 1 , 
î hierin «^coay, so erhalt man; 



1+ — ~ (cos <p + i- sin <p] 



= [2 + 2cosç>) . e '*'"' ' , 
■ [eos [m ^ 93 —ç it) + 1 log (2 + 2coa y)] 

1 namlicu erwiigt, dass 



ï Y -TT~ = arotangl/ — - 



= arctang (tang-^tp) = -^<p — ça" , 
vorausgesetzt, dass -J- 91 zwischen ç>?r — — und pjr -) lîegt. 

E. Wenn Va* + 6*= 1, « = eos y, S = sin rp, n = 0. 
In dieseni Falle giebt der Ausdrnck: 

Ostwald's Klassiker. 71. ,1 
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il + -j- {cosip+*' , sin«p)+ ■■ '- ■■■■■ — -(cos2y+t'-sin2<p)-t — 
=(a + 2MB î .)T.| 8 oi»(|- Ç «) + i. B ia»(|~ ? «)) 

v ** cp , 7t 

von| =;çjr — — bis |- = qn +- , 
oder, wenn man den recllen Tlieil von dem imaginaren trennt: 
1 + 7 cos y-j 1 — — -aos2cp + 

= (2 + 2cos 9 ) 



1 ■ 2 



..ai; 



— sîn cp -f- - - — ain 2 ci + ■ ■ • ■ 

= (* + »«« 9>)*ii»»(f-*«) 

von 2 =eîr ~" 2" Y = ? + 2"' 
36] F. Wenn a = 0, ô = tang cp. 

In diesem Falle erbâlt man, wenn cp zwischen ■ 
■~ liegt: 



1+- 



32. 



= (cos cp)-" 1 ■ e~ n 'l' [cos [m cp — n log cos cp) 
+ i-sm(mcp — relogeosy)]. 



Es lâsst sicb aus den obj^on Ausdruelten, duvcb schick- 
liche Verwandlungen , noeh eine Menge anderer ableiten, 
worunter sehr mevkwuvdige. Wir wollen eînîge davon ent- 
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Unterauchungen liber die Eeihe i + jaH — r — --* 5 +--- 35 

wickeln. Fiir das weitere Détail môge man die oben ange- 
fûhïte Schrift von Cauchy nachlesen. 



Summivung der Eeihen: 

a coup — ^o a cos2(p-J-^-(i; s co8 3("f , 

asiny — ^« 5 sin 2y + -J-« 3 sin3y 

Wenn a grosser als Fins ist, so sind dièse Eeihen, wie 
leieht au seiien, divergent. Ist a kleiner als Eins, so sind 
sie, wie wir oben sahen, convergent, und ihre Summen sind 
die GrBssen S uud ô des (§ III), d. h. es ist, wenn man fiir /? 
und Ô ihre chirch die (ileichvmgen (18) gegebenen Wertlie setzt: 

j -|log!î + 2acosy + R 2 }=;acosfj!i — ^a 2 cos2g) 
+ -^<t 3 cos3çp •-, 



(33) 



irctang I rn^,- - ~ p \ = « sin r/> — £«* sin 2 çj 
-]-^Cf 3 sin3ip~ 



Um die Summen der Eeihen r /.u erhalten, wenn « = 
oder ■ — 1, darf man nur w gegen dièse ("ironzen hin c 
gireu lasseu. 

Der erste Ausdnick giebt auf dièse Weise: 



,-£ log [2+2 cos rp) = cos cp — ^cos 2 tp -j- 1 cos 3 o; 
l^log(2 — 2coaçi)== — cosçd — ^cos2<p — Jcos 3 ip 



(34) 

und zwar sobald dio Eeihen auf der reohten Seite der 
Gleichungeu convergent sind, welelies, znftilge Lchrsatz (III)' 20 ), 
fiir jeden Wertii von (.p der Fall ist, aiisgenommen fur 
q> = (2fi + l)rt im ersten Ansdruck, und fur <(> = 2/trt im 
zwei*en, wo (i eine beliebige ganze, positive oder négative 
Zahl bezeichnet. 

Die zweite Formel giebt, wenn man <p zwischen il und 
— n voraussei/.r, uj;d tmvagt, dass alsdann: 

arctaiig (■--- 1 - l „L__.\- : arciang (lang J <p) -~\<f : [33F. 

\1 + C0S(B/ 

(35) | <p = sin y — ■£ ain 2çp + £ Bin 3 go 

von^ = +îr bis q> — — it . 
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36 N. II. Abel. 

Ist <p = it oder = — jc, so reducïrt sicli die Reilie, wie man 
aielit, auf Hull. 

Hieraus folgt, dass die Function: 

siny> — ^-sin 2 <p -1- ^ sin 3 (p 

die merkwurdige Eiseiischafi luit, fur die W«rt!ic <p = ic und 
m == — nr unstetig zu sein. Und in der That, wenn ^p = ± ît, 
so ist die Function = 0. Wenn im Gcgentheil <p = ± [jt — k) , 
■wo « positiv und kleinei- als ?r 21 ) ist, so ist der Werth der 
Function 



Der Ausdruck (33) entlililt als hesinideren Fa-U folgenden: 

(36) arctanga = « — |(ï 3 + A« 5 , 

welchen man findet, wenn man ip = — setzt. 

Dieser Ausdruck wird fur jeden Werth von a gelten. 
von — 1 bis + I, die Grenzen mit iabegriffen. 



Entwickelung von cos mtp und sin mip nacb Po- 
tenzen von tang (p. 

Man kann dièse Entwjckelung ans dem Ausdruck (32) 
herleiten. Sctz-i man namlir-li ■>/ = 0, und trennt die reellen 
Theile von den imaginâren, so erliillt man. nacliduiu mit (cos (pY" 
mnltiplicirt worden: 

coamrf = {cQs<p) m (l — m ^~ (tangp)' 



("ï 



i (tang y) 4 



sin mç> == (eus r/;) ,,! j/?*; rang ijo) — 

, «i(«i-i)(«i-a](»-«)(» 



von çp = — - bis <p = — — , und dicse Gleiehungen finden statt 
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fiir jeden Werth von m, wenn tang rp kleiner ist als 1. Ist 
tang q>= ± 1, so gelten sie nui fiir ein zwischen — ■ 1 und 
-Hoo liegendes m 22 ). 
Sie sind alsdann 



n[m-\)( m —î){m-3) 



n(m—l){m-2)(m— 3)[ 



*"m-1 '>»-2 : 



Entwiekelung von (cos z) M und (sin ar)» inReihen, 
geordnet nach Cosinus und Sinus vielfachei Bogen. 

In der neusten Zeit habcn sich mehiere Analysten mit dei 
Entwiekelung von (eos x) n und (sin x) n beaeh&ftigt. Bis jetzt 
sind abei dièse Bemtthungen, wenn icli nicht irre, noch nicht 
ganz geluugen. Man ist freilich zu Ansdrucken gelangt, welche 
unter gewissen Einschrânkungen richtig sind, sie sind aber 
nicht hinreichend streng begriindet worden. 

Man kann sie sehr einfach ans den Mer oben bewiesenen 
Ausdrûcken herleiten. 

Addirt man nâmlich die beiden Gleichungen (31), nachdem 
man die erste mit cos a, die zwcite mit sin a multiplicirt bat. 
so erbalt man: 

coaa + — coa(a — g>)-\ [ - — - cos (a— 2<n)H 

= (2 + 2 eos tp) 2 -cos(« — ~?--{-mQ7t\ 

Y0H$<p = Q7t — ybiB|9!) = Çît + y. 

Da nun 2 -|- 2 cos (p = 4 jcos-|-| , so erhàlt man, wenn man 
rp = 2x setzt: 
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co3a + -j-cos(«— 2x)-\ — - — -eos(a — ix) -\ 

= (:>C033-)'"-C0g(a — mx-\- 2m o ■:?)%'>) 
vona; = 2(>7C~— -bisx=2 (Jrt + y , 

Cûs « + — cos [a — 2z) H — cos [a — ix) -\ 

= ( — 2ao$z) m cos[a—mx-\~ m (2 q -±-1) rt] 2ï ) 
von x = 2 q ?t + — liia a; = 2 ^ îc + — - ■ 

Setzt man hierm 1) a=mx\ 2}a=îw# + -; 3) #-— y Btatta: 

naehher « — !«#; 4) x — — statta;, aaeliher a=mî4---; si 
ei-gîebt aich 34 ) : 

1) (2 cwz) m ■ w$2m(i7T — <so$mx -{- —- coafjw— 2)» 

2) [2 cos s}" 1 ■ sm2mpîi' = 8mmœ+ — ain(m — 2)z 

+ ^=il Bi]l(m _4)M 

VQVX = 2qu — ybiB* = 2çïr+yî 

3) (2BÎna;) m -eoBffi(2ç+^)îe;=coBma: — —cos (m — 2)œ 

_j_ „_J — — cos J m — 4)# . — , . . ( 

4) (2 ain %} m ■ &inm (2g + \) n = smmx— — sin [m — 2}x 

+ *&***-»-■; 

vonx = 2Q7rhi$x = (2ç- 1 r Viic ; 
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Untersuchungen iiber die Reihe 1 + t- 




— - aos[ni — 4)x , 

( — 2 sin x) m ■ sîii m (2 q -\- |j n = sin mx siu (m — 2)x 



1-2 ' ' 

von^ = {2ç + \}7tbisx = (2ç -4-2)?r . 
Dièse For m élu gel te n aueli no eh fur die Grenzwerthe 
von x, wenn ?» positiv ist. Liegt m awisoteu — 1 und 0, 
so muss man dièse Grenzwurtlic aus^eliliessen' 25 ). 

Als bescmdere Fâlle kann man folgende beide betrachten : 

(2 C03 x) m = cos mx -f m - cos {m— 2) x 

_| A__^ — cos(m — 4);e-) -, 

= sin mx + — sin (m — 2)#-| ^ — r— sin (m — 4)œ-| — ■■ 

von x — -~ — bis #=-+- — ■ 
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Anmerkungen. 



Niels-IIenrik Abel , gel.xjren a m 5. August ! 302 zu FindS, 
einem Dorfe im Chrisliansandstift in Nurwogon, in dem sein 
Vater protestantischer Pastor war, besuchte von 1815 — 1821 
die Donisehule in Christiania uud studirtc dann bis 1825 an 
der Universitat der letatgenaunten Stadt Mathematik, eine 
Wissenschaft, fur die er schon als lG-jâhriger Jlingling ein 
anssergewohnlkhes Talent gezeigt katle. Als Student zeicknete 
er sich so arts, dass ibm von der Morwegisehen Regierung im 
Jahre 1825 du Stipendia m zur Furtsetzims seiner Studien 
in Deutschland und Frankreich verlieben wurde. Sein Aufent- 
halt in den genamitûit Liindcrn wâhrte etwa 1-| Jahre; den 
grcissten Theil dieser Zeit verweilte er in Berlin, wo er neben 
Steiner einer der Haoptraitarbeiter des neu gogriindeten Crelle- 
schen .Tournais wurde*), und in Paris. Ira Jahre 1827 kehrte 
Abel nach Christiania zuriiek und wurde dort im folgenden 
Jahre Vertreiev dos Prof, llamtevn an dur Kriegsaka demie und 
der Universitat.. Schon ara 6. April 1829 erlag er zu Froland 
bei Arendal einem Lungenloiden ; ein Euf an die Universitat 
Berlin traf Uni nichl; meliv lebend an. 

Obwohl Abel nur ein Alter von 26 Jahren erreickt hat, 
geliort er doeli zu den Ijedeiil.endsteii Matlimnatikera unseres 
Jahrhiinderts. Seine wichtigsten Arbeiten bezogen sich auf 
die Théorie der elliritisclien mid der sogeiuumten ».<d5e£'schen« 
Functionen, sowie auf die Lebre von den algobivr^clmn 
Gleichungen. In letzterei' Diseiplin verdankt man Abel den 
Beweis der Unmogliehkeit, algebraische (ileielitingen von hS- 
herem als dem vierten Grade allgemein aufzulosen. Filr die 
Théorie der elliptisclien Functionen waren seine Arbciton 
neben denen von Jmohi grundlegend. Er war der erste, 

*) Vgl. die Anmerkungen eu Heft GO der Klaseiker (S. 82). 
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Anmerkungen. 41 

der (vor Jacobi) die Nothweudigkeit einsah, neben dem ellip- 
tischen Intégral die Umkehrung dcsselbeu zu betrachten, und 
der die doppelte Periodicit&t der so gewonnenen Functionen, 
der elliptischen Functionen, erkannte. 

Von Abel'a wisseaischaftlk-lieii Arbdteii existiren aweî Ge~ 
sammtausgaben ; die erste derselben ist im Jahre 1839 von 
Abel's Lehrer und Freund Hohrthoc, die zweite, sehr sorg- 
fâltig redigirte auf Kostcn dur Norwegiscliun Regierung 1881 
von L. Sylow und S. Lie herausgegeben. Beide Àusgaben 
sind in franzoKisdicr fipradio v.w Qi.rïïtiani.r! nr s chien en. Der 
Titel der letztoren lautet: Oeuvres complètes de Niels-Henrik 
Abel, nouvelle édition. — - Eiiie anssulirlie-ho Biographie Abel'e 
ist 1885 von 'Bjerkiœs verûffeullicht [Nieh-ÏIenrik Abel, 
Paris, Gauthier Villara]. 

Die hier abgeflniekle Arbeit iiher die binomische Reihe 
ist zwar nicht von so weittrageuder liedeutung wie andere 
Arbeiten AbeVs. Doch hat sie ein grosses histonsehes In- 
teresse einmal, weil in ihr zuerst die binomische Reihe fur 
complexe Werthe des Kxp< aient en initcrsiicht und filr dièse, 
falls sie eonvergirt, summiii: ist [Caur/uj liatte in seiuem 
«Cours d'analyse" zwar complexe Werthe der Grundzahl, aber 
nnr Teelle des Exponenten betraehtet; , sodami weil sie in 
Biner Zeit, wo man es bd lichiuidhui^ mirniJudiei' Reinen oft 
an der nothigen Streuge fehleu liess, ein Muster exacter Be- 
weisfuhrung war. Wiehtig siud aueh die im ersten Abscbnitt 
enthaltenen allgemeiueii Siit/e liber Reihen. Die Art, wie 
Abel sein Probleui beliatidelt, ist so holclirend. dass das Stu- 
dium nnsrer Abhandlung aueh heute nocli Studirenden von 
dem grossten Nutzen sein kann. 

Die Abhandlung ist, wie dio meisten Arbeiten Abel'%, in 
franzosischer Spraelie verfanst nnd von Crclh fiiï sein Journal 
ins Deutsche ûbersetzt. In diesem ist sie zuerst veroffeutiielit 
[Orelle, Journ. fur Mathem. I, S. 311 — 339]. Der Crelîe'ache 
Text ist nach Ve rit esse rang der in ihm ontliaHenen Druekfehler 
dem vorliegeuden Abdruck zu Grande gelegt; aueh wurde 
jeuer Text mit dem der Sylow- /, -le zc\uïu Ausgabe verglichen 
uud dort, wo sich Abweichungen von letztercm ergaben, ge- 
ândert. Die hanpt.silchlifdist.eii dioscsr Aendenmgen sind weiter 
nuten angegeben. — Hinsichtlich der Bemehnung ist die 
Aenderung vorgenommen, dass Y — 1 ïiberall durch * ersetzt ist. 
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Specielle Noten zum Text, 

1) Zu S. 5. Der vollstândige Titoi des citirtcn Werkes ist: 
Cours d'analyse de l'école royale polytechnique: par M. Augustin- 
Louis Cauchy. V e Partie. Analyse algébrique, Paris 1821. — 
Weitere Theile des Werkes siiid niclit erschienen. 

2) Zu S. 7. Zum Verstaudniss des Beweises muss maa 
beachten, dass 10 keine Ijostinraite Grosse bexeiehnet (vgl. S. 5 
Anmerkung). Die Gleicbung 

sagt daller nnr ans, daSB ip[a] fur geniigend grosse Werthe 
von m beliebig kleiu wird. In Folge dessen wird auch 
<p\(a) — tp[a — /?) beliebig kloin; ebenso wird, bei zweck- 
massiger Wahl von (S, fp{a) — ipia — j?) beliebig klein, und 
daber gilt dasselbe von f(a) —fia — [1). 

3) Zu S. 8. Das Wort ^convergents l'elilt Ijol Crette. 

4) Zu S. 0. Herr Sylou> macbt in der neuen Ausgabe 
von Abel'% Werken (Th. II, 8. iKKi; davanf aui'merksam, dass 
der Lekrsatz V nnr mit einer von Abel niclit hervorgebobenen 
Beschrankung gilt. Er sagt dariiber: 

»Der Beweis des Satzes V bat einen sclvwachen Punkt. 
Es geniigt nàmlicb nicht, dass ip[x) = o> ist, sondern es 
muss aucb ip[x — jS) = w sein. Nun ist es mSglieh, dass 
der Werth von m, der dieser Bei.lingimg gi-migt, von /3 ab- 
hilngîg ist, und dass, wenn $ gegen Null convergirt, m ûber 
aile Grenzen wacbst. Palis dies stattfindet, ist die Annabme 

f(')-»(—fl = » 

nnzulassig, da die F or m der Function (p von /î abhângt. 

Indessen ist der Satz V richtig, wenn nur das allgemeine 
GUed v m ô m fiir aile Werthe von x zwischen x — x' und 
x + *" kleiner bleibt als ein und dieselbo pnsitive Grosse M. 
die von m unabhangig ist. In rtiesein F aile sind nâmlich die 

(f)" 

absoluten Werthe von ip(x) und t!>[x--(i) kleiner als M— — - ■ 

1 T 
Man kann daher m gross genug annehmen, dass 

#)<i« ™d ip(* — £)<*« 
ist, unter s eine beliebig kleino Zabi veratanden. Weiter 
kann man fur jeden beàiimmten Werth von m, welcher der 
obigen Bedingung genûgt, j? klein genug annehmen, dass 
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mithin 

/(») -/(. - |9)< . 

wird. m 

^iieZ selbst sclicint iibngons spâter crkannt zu haben. 
dass sein Beweis des Satzes V nk-ht geuiigt. Es geht das ans 
einer in seinen nacligelassenen Papieren gel'undenen, in den 
Oeuvres Th. II, S. 201—203, abgedrnekten Notiz hervor, 
welehe die Grund/iisie f.mus andoni Ueweises gieht. — Eine Ver- 
ail ge m einer un g des Satzes V ist von P. Dubois-Reymond ge- 
funden und in den Matheroat. Annal. Bd. IV bewiesen. 

5) Zu S. 9. Abel ist der Erste, der darauf aui'morks.'im 
gemacht haï, dass aus der Stctiirk'Vil der lùilienglieder uicht 
obne Weiteres aneh die Stetigkeit der Reihe folgt, dass daber 
der angefiihrte Satz von Caue/ry nicht allgemidn riehtig ist. — 
Die Un stetigkeit en der trigonomel.i'ischeri Reilien sind insbe- 
sundete seit Diriùldcf. genaucr nntersucht. 

6) Zu S. 10. Lehrsatz VI ruhrt von C'auchy ber, die dem- 
selben auf S. 10 (union; gegebene Fassung von Abel.' 

1) Zu S. 16. Bei Abel ateht statt M der Bueb3tabe m; die 
Benutzung dossolben an dieser S telle lirsehcint aber unzweck- 
màasig, weil m vorher in andrer BedeiUiing gebraucht ist. 

8) ZuS. lOu. 23. Dass der hier ansgespi'oeliene Satz richtig 
ist, obwobl der Lehrsatz V nach Anmerkung 4] nur mit einer 
Einschrànkung gilt, lasst sicli nach Herrn Sylow folgender- 
maassen beweis en. 

Es seien q, r, s drei positive Zahlen. so dass 

« < ? < 1 , r > k , s > h' 

ist, wobei k und h' die absoluteu Werthe dieser Grossen be- 
zeiehnen. Feraer seien d' u , ?J„ die Werthe, welehe ô u , ). u 
annehmen, wenn in ihncn a, k, k' resp. durch q, ■ — r, s er- 
setzt werden. Dann ist 

d'à. I> du und daher ?,'„ > X . 

Da nun die Reine 

1 + p â; + fx: + e 3 ;..; h — 

convergirt, so kann man eine Zahl M angeben, die grSsser 
ist, als jedes Glied dieser Reihen; um so mehr ist also 

M > K Q" eos d u 
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fur jeden Werth von it und fllr aile Werthe von k, k', die 
numeriscli kleiner als r und s sind. Mithin ist der Lehrsatz V 
anwendbar. — Ebenso lasst sich die Anwendung dièses Satzes 
S. 23 leehtfertigen. 

9) Zu S. 18. Dièse Gleichiuig ist. oine von Holmhoe her- 
nibn-ndn Einschaltuiig. 

10) Zu S. 23. Hier stebt bei Crelle fâlschlich — sin (u fp) 
statt + sin {ft <p). Ebenso baben in den Gleicliungea 8. 23 
Z. 6 n. 7 v. u. die rechien Seiten bei Crelle falsebes Vor- 
zeichen. 

11) ZuS.26. DieWorte»wena&=0 ist« sind eingeschaltet, 
in TJebereiiisHmmimg mit S. 28. 

12) ZuS.2G. DieWnrte tgleidi odcre sind nacli den Oeuvres 
eingeschaltet. 

13) Zu S. 27. Bei Crelle stebt hier = {resp. im Druck- 
fehlerverzeiohiiis <) statt >. 

14} Zu S. 27. Zuv lCrl;i*ite.vn!iy diene t'olgendes: Es ist 

niclit ganz zutreffend , k -\~ i — J c + 9 = P ZB setzen; 



keine ganze Zahl zu sein braueht. Zweckmjissiger wttrde maa 

sagen : der erste "Wortli von ft, wclcher der Bediujïiïii:.: 



gentlgt, sei q + 1 : dann gilt die Ungleidn.ng 



^<(rTn) 



f Qr ft = § -j- 1 und fflr jedes grCssere ft. Dass ein solches 
ft mît q -f* ," bezeichnct wird, wo jetât fi j> 0, ist ebeufaiLs 
nîcht ganz zweckmâssig. 

15) Zu S. 28. Zur Erlauterung diene Folgeudes: An + i/, +i 
+ ■ ■ • + ^o+» i s * ^ r J eaes f kleiner als ein endlieher, von 
ft uitabhiingiger Werth. Das bleibt auch richtig, wenn ft 
uber aile Grenzen wachst. 

16) Zu S. 29 u. 30. Die Worte »fttr k = sowie« fehlen 
bei Crelle. ■ — Eine àlmUr-he Eiiisdialtimg munste S. 30 Z. 19 
gemacht werden. 
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17) Zu S. 30. Bei CrelU steht hier u. Z. 14 dieser Seite 
Nnll statt Eins. — lu den Formeln diese-v Seite steht bei Crelle 
mehrfach rî, statt des richiigen ;î, Auch and ère Dmckfehleï 
mussten hier verbessert werden. 

18) Zu S.32. Bei CVetf« steht tinter Va- + />*- = 1 noeh 
(o = cos (^ , fi = sin çp) . Das ist hier t'ortgelassen. 

19) Zu S. 33. In dieaen Formeln steht bei Crelle fâlschlich 
f/> — çre statt -|<p ■ — ça. Àueh in den weiteihin folgenden 
Formeln war mehifach <p dnreh -Itp zu ersetzen. 

20) Zwtf.SS. Bei Cre/l,: nltht Lchrsatz (ÏI) statt (III). Dass 
III richtig ist. zeigt llwr Sylow in den Oeuvres II, 8. 301. 

21} ZuS.36. Bei OôWs steht fâlschlich 1 statt re. 

22) ZuS.37. Rei Crelle steht: »fur cin positives m zwischen 
■ — 1 und 00. « Aueli die Wortfassung der Ueberschrift von 
Crelle. iZ. 10, Il dicter Se'ite; ist cuvas geiuidei't. 

23) Zu S. 38. Setzt man in der letzlen Gleichting von S. 37 
a = 2%, so koraml zutiiie-list 

(4 co.'z)* 00B[« -•« + .(«], 
wo # zwischen qtc - — — und çtc -\ — — liegt. Nun ist 

(4 cos 5 #) = (2 coaa:) m , falls cos x positiv ist, 
dagegen 

(4 cos 2 a:)' = ( — 2 cos:c) m , falls cos x negativ ist. 

Damit der erstc Fall cintritt, mus* fur o eine gerade Zahl (5 ();. 
im zweiten Falle dagegen ein« migcvadc Zahl (2g + 1 ) ge- 
nommen werden. 

In den beiden erste-n Formeln S. iïS fehlt ubrigens bei 
Crelle im lotaleii (iliedi: redits der Factor rc. 

24) Zw S. 3S. Z. 7—9 lauten hei Crelle: » Setzt man 

l)a = mx\ 2)a = mx + ^-; $)x = y — ~\ 4) <x = my; 

so ist: « 

25) Z« S. 59. Die Zeilen 11—14 lauten bei Crelle folgen- 



nDiese Ansdnicky gelteu (Ïlï jeden Werth von a;, wenn m 
positiv ist. Liegt m zwischen — 1 und 0, so miiss man 
l) unter den Werthen von x in den Formeln (1), (2), (5), (6) 
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